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Abstract Considering that human can do accurate task with small powers by contacting elbow
or wrist on a table, we thought that manipulators can save energy and do a task more precisely
like human by bracing itself. Therefore this paper discusses the motion equation of robot under
bracing condition, based on the robot’s dynamics with constraint condition including the motor’s
dynamics. Then, the best elbow-bracing position that minimize the energy consumption is found
by simulation on condition that the manipulator was attached a load on the hand of 4 links
manipulator.

1 はじめに

人間は字を書く動作において手首や肘を机につくこと

で，より少ない力で正確に字を書けることを経験的に

知っている．これは人間の習熟した行動の一例である．

ロボットがこのように環境との拘束接地による反力を利

用することで重力の影響を抑え，より少ない消費エネル

ギーで高精度の作業を実行できると考え，マニピュレー

タの肘付き動作を提案する．

本論文で複数のリンクがテーブルや床などの環境に接

触するマニピュレータについて考える．前述したように，

このような状況は Fig.1で示されるように字を書くなど
の人間の一般的な動作で見られる．冗長マニピュレータ

は冗長自由度を使うことで複雑な作業を行うことができ

る．しかし冗長自由度が増加するにつれてマニピュレー

タのリンク数や重量が増加し，マニピュレータを制御す

ることが難しくなる．この問題を解決するために字を書

くといった人間の行動を模倣した制御方法が有効である

と考える．以前の研究で肘付き拘束の有無を消費エネル

ギーと制御精度 (手先精度誤差)で比較し，肘をつくこ
とでそれぞれ 1/5程度に削減している [3]．
本報告では，4リンクマニピュレータの手先に重さの
異なる対象物を把持させて,シミュレーションにより消
費エネルギーを最小化する肘付き位置を探索する．

2 拘束運動のモデリング

2.1 ハンド拘束運動

ここでは拘束面に接触しつつリンク先端のハンドで接

触作業を行うロボットについて考える．q ∈ Rn を一般

化座標，τ ∈ Rnを一般化入力，fnを抗力，ftを摩擦力

とすると，ハンド拘束状態の運動方程式は，

Fig. 1: Human’s writing motion
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と表される．ただし，M は n × nの慣性行列，hと g

はコリオリ力・遠心力と重力の影響を表す n× 1のベク
トル，D は関節の粘性摩擦係数を表す n × nの対角行

列D = diag[D1, D2, · · · , Dn]である．ここで,手先の位
置・姿勢ベクトル r ∈ Rnと超曲面を表すスカラー関数

の拘束条件 C は，順運動学関係式より,

r = r(q) (2)

C(r(q)) = 0 (3)

と表される．ここで拘束されるハンドは作業座標系の中

で非拘束方向に運動できる自由度が残されていることか

ら n > 1である．また，本論文では一般化座標 q は関

節角度，一般化入力 τ は入力トルクを表す．

2.2 肘つき拘束運動

本節では複数点拘束を表現できる運動についてモデリ

ングを行う．



nリンクマニピュレータの中間リンクが p個の拘束

C(r(q)) = [C1(r1(q)), C2(r2(q)), · · · , Cp(rp(q))]T

= 0 (4)

を受けているときの運動方程式について考える．ここで

ri は拘束を受けている第 iリンクの位置/姿勢を表す運
動学方程式であり，式 (2)と同様,

ri = ri(q) (5)

ṙi = J i(q)q̇ (6)

である．

式 (1)は，ハンド拘束運動を表している．拘束条件が
複数存在する場合には，式 (1)の右辺第 2項の抗力の係
数ベクトルと右辺第 3項の摩擦力の係数ベクトルはそれ
ぞれ， (
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の n × 1のベクトルとなる．さらに，

JT
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c1, jT
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cp] (9)

JT
t = [jT

t1, jT
t2, · · · , jT

tp] (10)

fn = [fn1, fn2, · · · , fnp]T (11)

f t = [ft1, ft2, · · · , ftp]T (12)

と定義する．JT
c，JT

t は n × p行列であり，fn，f t は

p × 1のベクトルである．これらを考慮すると，p個の

点で中間リンクが拘束されているマニピュレータの運動

方程式は，

M(q)q̈ + h(q, q̇) + g(q) + Dq̇

= τ +
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となる．また，式 (4)を時間 tで 2回微分し，q̈の拘束

条件を求めると，
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が得られる．マニピュレータが常に拘束面に拘束される

ためには，式 (13)の解 q(t)が時間 tに無関係に式 (4)
を満たさなければならない．式 (4)の時間微分によって
得られた式 (14)を満たす q̈と式 (13)の q̈が同じ値をと

るとき，式 (13)の q(t)は式 (4)を満たすことになる．
ここで抗力 fn と摩擦力 f t について

f t = Kfn, K = diag[K1,K2, · · · ,Kp] (15)

とおくと，式 (13)は以下のようになる．
M(q)q̈ + h(q, q̇) + g(q) + Dq̇

= τ + (JT
c − JT

t K)fn (16)

式 (14)，(16)を行列形式で表すと以下のようになる．
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2.3 肘付き時の抗力の導出

本節ではfnの導出方法について述べる．まず，式 (13)，
(14)から q̈を消去すると
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が得られる．

ここで，(∂C/∂qT )M−1(∂C/∂qT )T = M cと置くこと

により，
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となり，また
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と置くと式 (19)は以下のようになる．ただし，p×n行

列のBは rank(B) = pで行フルランクの行列である．

M cfn = BJT
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となる．ここで
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とすると

M cfn = BJT
t Kfn − Bτ + a (23)

となる．さらに

A = M c − BJT
t K (24)
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Fig. 2: Dual system of manipulator under constraint
condition

と置くことにより，

Afn = a − Bτ (25)

となり，拘束点の抗力 fnは入力トルク τ との代数方程

式から求めることが出来る．ここで，式 (16)，(25)から
fnを消去し，|A| 6= 0と仮定し，S = JT

c − JT
t K と置

いて整理すると

Mq̈ + h + g + Dq̇ = τ + SA−1(a − Bτ )

= (I − SA−1B)τ + SA−1a

(26)

となる．式 (26)は任意のトルク τ を与えたときに常に

拘束条件式 (3)を満たしながら運動することを示してい
る．また，Fig.2は角加速度 q̈ と抗力 fn を導出するた

めの 2つの方法について示している．
2.4 モータを含めたロボットダイナミクス

本研究では，マニピュレータの関節を動かすのに使用

するモータを直流サーボモータの等価な電子回路とする．

ここで，モータの端子電圧 vi，抵抗 Ri，インダクタン

ス Li，回路を流れる電流 iiモータの角変位 θi，発生ト

ルク τgi，負荷トルク τLi，逆起電力 vgi，モータの慣性

モーメント Imi，逆起電力定数 KEi，トルク定数 KTi，

減速器の粘性摩擦係数 dmi，とする．このときモータに

ついて次の関係式が成り立つ．

電圧方程式 : vi(t) = Lii̇i + Riii(t) + vgi(t) (27)

逆起電力 : vgi(t) = KEiθ̇i(t) (28)

運動方程式 : Imiθ̈ = τgi(t) − τLi(t) − dmiθ̇i (29)

発生トルク : τgi(t) = KTiii(t) (30)

ただし，磁界と各定数との関係から直流モータでは，

KTi = KEi(= Ki)であることが知られている．
　ここで，式 (28)を式 (27)に，式 (30)を式 (29)にそ
れぞれ代入すると

vi = Lii̇i + Riii + Kiθ̇i (31)

Imiθ̈ = Kiii − τLi − dmiθ̇i (32)

となる．また，モータを減速比が ki の歯車列を介して

マニピュレータに取り付けた場合

θi = kiqi (33)

τLi =
τi

ki
(34)

となり，式 (31)，式 (32)を i̇i と τi の式にすると

Lii̇i = vi − Riii − Kikiq̇i (35)

τi = −Imik
2
i q̈i + Kikiii − dmik

2
i q̇i (36)

となる．式 (35)，式 (36)をベクトル，行列で表記する
場合

Li̇ = v − Ri − Kmq̇ (37)

τ = −Jmq̈ + Kmi − Dmq̇ (38)

とおく．ここに

v = [v1, v2, · · · , vl]T

i = [i1, i2, · · · , il]T

であり，また

L = diag[L1, L2, · · · , Ll]

R = diag[R1, R2, · · · , Rl]

Km = diag[Km1,Km2, · · · ,Kml]

Jm = diag[Jm1, Jm2, · · · , Jml]

Dm = diag[Dm1, Dm2, · · · , Dml]

Kmi =Kiki, Jmi = Imik
2
i , Dmi = dmik

2
i

と定義し，すべて正の要素を持つ．式 (38)を式 (16)に
代入して整理すると

(M(q) + Jm)q̈ + h(q, q̇) + g(q) + (D + Dm)q̇

= Kmi + (JT
c − JT

t K)fn (39)

となる．式 (4)と式 (13)の関係と同様に，式 (14)を
満たす q̈と式 (39)の q̈が同じ値をとるとき，式 (39)の
q(t)は式 (4)を満たすことになる．
2.5 ロボット・モータの連立方程式

式 (39)と式 (14)の q̈が同じ値をとるため，拘束力 fn

は従属的に決定される．この関係を表すため，

(M + Jm)q̈ − (JT
c − JT

t K)fn

= Kmi − h − g − (D + Dm)q̇ (40)
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Li̇ = v − Ri − Kmq̇ (42)

以上の 3式を連立すると次のように表される．
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　さらに，
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とおくと，式 (43)は

M∗


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q̈

fn

i̇


 = b (46)

と表される．式 (46)を未知である q̈，fn，i̇の式にす

ると 


q̈

fn

i̇


 = M∗−1

b (47)

となり，未知である q̈，fn，i̇を同時に求めることが

できる．

3 肘付き冗長性を利用する位置/力制御

拘束条件C(r(q))と等しい次元にあり，環境と拘束さ
れた複数のリンクの間に働く目標抗力 fnd を得られる

抗力と位置を分離制御する制御則は式 (25)から直接得
ることができる．

τ = B+(a − Afnd) + (I − B+B)l1 (48)

∂C/∂qは行フルランクの行列，M は常に正則であるの

で p × n行列のBは rank(B) = pで行フルランクの行

列である．また，I−B+Bの行列を拘束冗長行列と呼ぶ

ことにする．そこで，n×1のベクトル τ は抗力を制御し

たあとにn−pの冗長性があり，rank(I−B+B) = n−p

となる．したがって，τ の残っている制御入力は手先目

標軌道 rdを追従するためや他の目的のために任意のベ

クトル lとして使うことができる．よって，本報告のシ

ミュレーションでは，4リンクマニピュレータの 4自由
度をそれぞれ肘の抗力の制御に 1自由度，肘の位置制御

に１自由度，手先の位置制御に 2自由度の合計 4自由度
全てを利用してマニピュレータの制御を行う．

　ここで，

M1 = I − B+B (49)

∆τ 1 = τ − B+(a − Afn) (50)

とおくと，式 (48)，(49)，(58)より

∆τ 1 = M1l1 (51)

となる．ここでM1 は 1次拘束冗長行列である．上式
を l1 について解くと

l1 = M+
1 ∆τ 1 + (I − M+

1 M1)l2 (52)

となる．さらに，

M2 = I − M+
1 M1 (53)

∆τ 2 = l1 − M+
1 ∆τ 1 (54)

とおくと，式 (52)，(53)，(59)より

∆τ 2 = M2l2 (55)

となる．M1 は 1次拘束冗長行列である．上式を l2 に

ついて解くと

l2 = M+
2 ∆τ 2 (56)

となる．最後に式 (48)，(52)，(56)より

τ = B+(a − Afnd) + M1M
+
1 ∆τ 1

+M1M2M
+
2 ∆τ 2 (57)

となり，力制御冗長性を用いたコントローラが設計でき

た．ただし，∆τ 1，∆τ 2は手先と肘の位置制御に用い，

以下の式で与える．

∆τ 1 = JT
n [Kpn(rnd − rn) + Kdn(ṙnd − ṙn)] (58)

∆τ 2 = JT
2 [Kp2(y2d − y2) + Kd2(ẏ2d − ẏ2)] (59)

ただし，Jn，J2 は手先と肘までのヤコビ行列，Kpn，

Kp2 は比例ゲイン，Kdn，Kd2 は微分ゲイン，rnd =
[ynd, znd]T，y2dは手先と肘の目標位置，rn = [yn, zn]T，
y2 は手先と肘の実際の位置を表す．

Fig.3は抗力と位置を分離して制御する制御方法にお
ける入力トルクと抗力の関係を表している．p× nの行

列 B(q)が行フルランクと仮定し、式 (25)の入力であ
る τ に式 (48)の τ を代入すると，

Afn = a − B{B+(a − Afnd) + M1M
+
1 ∆τ 1

+M1M2M
+
2 ∆τ 2}

= a − BB+(a − Afnd) + BM1M
+
1 ∆τ 1

+BM1M2M
+
2 ∆τ2

= Afnd (60)

ただし，
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BM1 = B(I − B+B)

= B − BB+B

= 0 (61)

p× pの行列Aが逆行列を持つとき，fn = fndとなる．

電圧入力で使用するコントローラを以下に示す．

v = Kv[B+(a − Afnd) + M1M
+
1 ∆τ 1

+M1M2M
+
2 ∆τ 2] (62)

ただし，Kv はトルクを電圧に変換する係数である．

4 シミュレーション

この章では肘付き位置の最適化について述べる．評価

する指標として消費エネルギーを用い，導出方法を以下

に示す．時刻 0～T [s]間のマニピュレータの iリンクで

のモータ消費エネルギーは

Ei(T ) =
∫ T

0

vi(t)ii(t)dt (63)

で求められる．全リンクでの消費エネルギーは以下のよ

うに求めることができる．

Esum(T ) =
4∑

i=1

Ei(T ) (64)

この節で用いるシミュレーションのモデルを Fig.4に
示す.左は 4リンクマニピュレータ,右は 5リンク目を付
け加え 4リンクマニピュレータが対象物を把持している
という場面を想定してシミュレーションを行った.物理
パラメータを次のように設定した．リンクの質量mi =
1.0[kg]，長さ li = 0.5[m]，関節の粘性摩擦係数 Di =
2.9[N · m · s/rad]，トルク定数Ki = 0.2[N · m/A]，抵抗
Ri = 0.6[Ω]，インダクタンスLi = 0.17[H]，モータの慣
性モーメント Imi = 1.64×10−4[kg · m2]，減速比 ki =
3.0，減速機の粘性摩擦係数 dmi = 0.1[N · m · s/rad]と
する．また，手先の比例ゲイン kpi = 300[N]，手先の微
分ゲイン kdi = 50[N · s]，肘の比例ゲイン kpei = 200[N]，
肘の微分ゲイン kdei = 40[N · s]とする．

Fig. 4: Simulation model
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Fig. 5: Elbow-bracing position in simulation

手先の目標座標を以下の式にして目標軌道追従シミュ

レーションを行った．

yd = 0.2 cos
2π

T
t + yc (65)

zd = 0.2 sin
2π

T
t + yd (66)

目標軌道の中心座標 (yc, zc) = (0.8, 0.5), (0.9, 0.5),
(1.0, 0.5)と変化させ，手先につけた対象物の質量Mは
0.4～1.2[kg]まで 0.2[kg]ずつ変化させて,それぞれの場
合に対して Fig.5 のように肘付き位置を変化させてシ
ミュレーションを行った. 2 種類の 4 リンクマニピュ
レータのシュミレーションにおける肘付き位置に対する

消費エネルギーのグラフを Fig.6-11に示す.ここで肘付
き位置とは Fig.4 における作業座標系 ΣW の原点から

○A 点までの距離を表す．Fig.6-11 よりそれぞれの最適
な肘付き位置は目標軌道の中心より y 軸の負の方向に

0.4[m], 0.25[m], 0.2[m], 0.15[m], 0.15[m], 0.1[m]の位置に
肘を付けば消費エネルギーが最小になることが分かる．

また，全てのグラフにおいて下に凸の放物線になること

が分かる．このことから，最適な肘付き位置やグラフの

形が分からなくてもマニピュレータが作業しながら最適

な位置を探索できると考えられる．
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Fig. 6: Evaluation of energy consumption(M=0.0)
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Fig. 7: Evaluation of energy consumption(M=0.4)
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Fig. 8: Evaluation of energy consumption(M=0.6)
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Fig. 9: Evaluation of energy consumption(M=0.8)

5 おわりに

本論文では肘付き動作を提案し，拘束運動のモデリン

グを行い，コントローラの設計後，シミュレーションに

より最適な肘付き位置の探索を行った．消費エネルギー

最小規範のハンドの把持対象物の重量に依存して決まる
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Fig. 10: Evaluation of energy consumption(M=1.0)
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Fig. 11: Evaluation of energy consumption(M=1.2)

最適な肘付き位置が存在することが分かる．今後は，シ

ミュレーションで得られた結果から，実時間での肘付き

位置最適化制御を行う予定である．
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