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The objective of this research is to analyze humanoid’s jumping and landing motions on a view point of arms’ dynamical
coupling for jumping. Humans use arms’ swing to walk or run effectively and to jump highly by swinging arms up.
Therefore, we deemed that humanoid robot can jump effectively by using dynamical coupling of arms. So, we focused on
human’s vertical jump, and gave input to arms in such a way as to swing arms similar to humans, and compared the jumping
motion with arms’ swinging motion and the ones without that. The results show what conditions causes the jumping be
higher.
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1. 緒　　言

人間は効率的に腕を利用して，歩行やジャンプを行っており，
ヒューマノイドにおいても腕を利用すれば効率的に制御できる
と考えられる．そこで著者らは腕を利用したヒューマノイドの
運動や腕と胴体の動力学的干渉に着目している．
多くの研究ではヒューマノイドのモデルは簡略化されている

が，文献 [1]では点接地や面接地を含む様々な足の歩容を考慮
している．本研究でも，文献 [1]と同様に厳密な歩容のダイナ
ミクスを導出し，ジャンプについて考えることにする．
本報では人間の腕を利用した垂直跳びに着目し，ジャンプ動

作のモデル化を行った．人間のジャンプのモデリングは文献 [2]，
[3]でも行われているが，いずれも腕がないモデルであり腕の影
響は考慮されていない．垂直跳びにおいては，人間は腕を振り
上げ，頭の位置で腕を静止させることによってより高くジャン
プしている．そこで，上記の腕振りを行うよう両腕に入力を与
え，ヒューマノイドのジャンプシミュレーションを行い，腕を
振らない場合に比べて，腕を振った場合の方がより高くジャン
プすることを確認した．また，腕を振るタイミングを変化させ
てシミュレーションを行い，運動エネルギーや地面からの抗力
等の変化を調べ考察した．

2. ヒューマノイドの動力学モデル
ヒューマノイドのモデル及びリンク，関節，関節角度 qi，位

置 di の定義を図 1に示す．モデルは 15本の剛体リンクと質量
や長さを持たない 14個の回転関節で構成されており，足 (foot)，
胴体，腕などの全身モデルを位置を含む 17 自由度で表現して
いる．
以降では，link-1, · · ·, 3によって構成される脚を「支持脚」，

link-5, · · ·, 7 によって構成される脚を状態に応じて「遊脚」ま
たは「接地脚」と呼ぶ．

2.1 Newton-Euler法による運動方程式の導出
本節では n 本の剛体リンクを持つ n 自由度の直列接続マニ

ピュレータを考え，link- i に固定された座標系 Σi に基づき運
動方程式を導出する．なお，z 方向，y方向の位置 d1，d2 は質
量 0,リンクの長さ d1，d2 の 2つの直動関節リンクと見なして
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Fig. 1 Definition of links, joints and joint’s angles

運動方程式を導出する．
まず，Newton-Euler法の順動力学計算として根元のリンクか

ら先端のリンクに向かって link-iの角速度 i!i，角加速度 i!̇i，
原点における並進加速度 ip̈i，質量中心における並進加速度

is̈i

を計算する．ip̈i，
is̈i は以下の式で与えられる．

ip̈i = i−1RT
i

ˆ

i−1p̈i−1 + i−1!̇i−1 × i−1p̂i

+i−1!i−1 × (i−1!i−1 × i−1p̂i)
˜

(1)
is̈i = ip̈i + i!̇i × iŝi + i!i × (i!i × iŝi) (2)

ここで，i−1Ri は Σi−1 から Σi への回転行列，i−1p̂i は Σi−1

の原点から Σiまでの位置ベクトル，iŝiは Σiの原点から link-i

0
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の質量中心までの位置ベクトルを表している．
次に逆動力学計算に基づいて，先端のリンクから根元のリン

クに向かってリンク i における Newton の方程式及び Euler の
方程式を以下のように導出する．

if i =iRi+1
i+1f i+1 + mi

is̈i (3)
ini =iRi+1

i+1ni+1 + iIi
i!̇i + i!i × (iIi

i!i)

+iŝi × (mi
is̈i) + ip̂i+1 × (iRi+1

i+1f i+1) (4)

全ての関節が zi 軸回りの回転を行うように Σi を定めた場合，
単位ベクトル ez = [0, 0, 1]T によって，各関節の運動方程式が
以下のように計算される．

τi = (ezi)
T ini + Diq̇i (5)

i = 1, · · · , n における式 (5) を一般的な表現に改めると式 (6)
を得る．

M(q)q̈ + h(q, q̇) + g(q) + Dq̇ = fi (6)

ここで，M(q) は n × n の慣性行列, h(q, q̇)，g(q) はそれ
ぞれ遠心力/コリオリ力の項及び重力項を表す n × 1 のベク
トル，D は関節の粘性摩擦係数を表す n × n 対角行列 D =

diag[D1, D2, · · · , Dn]，fi は n× 1の入力トルクベクトル，q =

[d1, d2, q1, q2, · · · , qn−2]
T は n× 1の関節角度・位置ベクトル

である．

2.2 空中・支持脚接地モデル
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Fig. 2 Phase (IV) and (V)

ヒューマノイドを分岐を持つマニピュレータと考えた場合，
直列接続されているリンクに関しては 2.1節の議論に基づいて
運動方程式が計算できる．しかし，図 1に示すヒューマノイド
には 2箇所の分岐があるため，link-4, 8, 12, 15に関しては以下
に示す計算式を用いる．
まず順動力学計算に関して，link-8には link-4から角速度及

び角加速度が直接伝達されるため，link-4の原点における加速
度を以下の式で表現できる．
8p̈8 = 4RT

8



4p̈4 + 4!̇4 × 4p̂8 + 4!4 × (4!4 × 4p̂8)

ff

(7)

一方で，link-12, 15には link-8から角速度及び角加速度が直接
伝達されるため，式 (7)と同様にして計算を行う．
次に逆動力学計算においては，link-5, 8 の力及びトルクが

link-4に伝達されることより，式 (3), (4)に対応する計算を以下
の式で行う．

4f4 = 4R5
5f5 + 4R8

8f8 + m4
4s̈4 (8)

4n4 = 4R5
5n5 + 4R8

8n8 + 4I4
4!̇4 + 4!4 × (4I4

4!4)

+4ŝ4 × (m4
4s̈4) + 4p̂5 × (4R5

5f5)

+4p̂8 × (4R8
8f8) (9)

同様に，link-8には link-9, 12, 15から力及びトルクが伝達され
るため，link-8に関する Newtonの方程式及び Eulerの方程式は
式 (8)，式 (9)と同様にして求められる．
ヒューマノイドの運動方程式に関して，式 (5), (6)で表現され

る方程式は図 2(a)のように片足が接地している状態における運
動を意味する．ここで，図 2 (a)のように踵が地面から離れてい

る場合，q = [q1, q2, · · · , q15]
T ∈ R15とする．一方，図 2 (b)の

ように支持脚が地面から離れた場合，足の高さと横変化を表わす
変数 d1，d2 を q に追加し q = [d1, d2, q1, q2, · · · , q15]

T ∈ R17

とする．
本報で作成するモデルは上記のように歩容次第で変数の次元

が変化する．次節で議論するモデルも同様に扱い，図 3 (a)のよ
うに支持脚が面接地している場合，link-1が地面に対して滑り
を起こさないと仮定し，足と地面が一体化していると考え，変
数 q を q = [q2, q3, · · · , q15]

T ∈ R14 と考える．

2.3 接地脚点接地モデル
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Fig. 3 Phase (II), (III) and (IV′)
図 2 (a)を維持している状態で遊脚のつま先が接地した場合，

図 3 (b) の歩容が生じる．遊脚は地面に対して滑りが生じない
と仮定すると，接地脚のつま先を地面 (ΣW の z，y 軸方向)に
対して拘束する必要性がある．この拘束条件を C1z，C1y と置
くと ΣW における踵の位置ベクトル r(q)によって，式 (10)と
して定義できる．

C1z(r(q)) = 0, C1y(r(q)) = 0 (10)

拘束運動時には，抗力 fnz，fny が生じる．これらを考慮した
運動方程式は式 (11)となる．
M(q)q̈ + h(q, q̇) + g(q) + Dq̇ = fi + jT

czfnz + jT
cyfcy (11)

ここで，式 (11)における fnz 及び fny の係数である jT
cz と jT

cy

は以下のように定義される．

jT
cz =

“

∂C1z

∂qT

”T

˛

˛

˛

˛

˛

˛

∂C1z

∂qT

˛

˛

˛

˛

˛

˛

, jT
cy =

“

∂C1y

∂qT

”T

˛

˛

˛

˛

˛

˛

∂C1y

∂qT

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(12)

式 (11)で記述されたシステムは式 (10)を常に満たさなけれ
ばならない．式 (10)を時間 tで 2階微分し，角速度及び角加速
度が満たすべき条件を求めると，

„

∂C1z

∂qT

«

q̈ + q̇T



∂

∂q

„

∂C1z

∂qT

«ff

q̇ = 0 (13)
„

∂C1y

∂qT

«

q̈ + q̇T



∂

∂q

„

∂C1y

∂qT

«ff

q̇ = 0 (14)

となる．最後に式 (11)，(13)，(14)を行列形式で表す．
2

6

6

6

4

M(q) −jT
cz −jT

cy
∂C1z

∂qT
0 0

∂C1y

∂qT
0 0

3

7

7

7

5

"

q̈
fnz

fny

#

=

2

6

6

4

fi − h(q, q̇) − g(q) − Dq̇

−q̇T
n

∂
∂q

“

∂C1z

∂qT

”o

q̇

−q̇T
n

∂
∂q

“

∂C1y

∂qT

”o

q̇

3

7

7

5

(15)

2.4 接地脚面接地モデル
図 3(a)，(b)に示す状態において前足のつま先が接地し，面接

地状態となった時に図 4(a), (b)の歩容が現れる．この歩容の表現
には C1z = 0，C1y = 0に加え，地面に対する前足の角度 qe を

0(2
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0に保持するための拘束条件C2(r(q)) = qe = q1 + · · ·+q7 = 0

が必要となる. この場合は以下の運動方程式となる．

M(q)q̈ + h (q, q̇) + g(q) + Dq̇

= fi + jT
czfnz + jT

cyfny + jT
r τn (16)

ここで，jr は以下の式で定義される．

jT
r =

„

∂C2

∂qT

«T„

1/

‚

‚

‚

‚

∂C2

∂qT

‚

‚

‚

‚

«

(17)

式 (15)の導出と同様にC1z, C1y, C2を時間 tで 2階微分し，式
(16)と組み合わせることで，面接地を表現するダイナミクスを
得る．

2

6

6

4

M(q) −jT
cz −jT

cy −jT
r

∂C1z/∂qT 0 0 0
∂C1y/∂qT 0 0 0
∂C2/∂qT 0 0 0

3

7

7

5

2

6

4

q̈
fnz

fny

τn

3

7

5

=

2

6

6

6

6

4

fi − h(q, q̇) − g(q) − Dq̇

−q̇T
n

∂
∂q

“

∂C1z

∂qT

”o

q̇

−q̇T
n

∂
∂q

“
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∂qT

”o

q̇
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n

∂
∂q

“

∂C2
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”o
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3

7

7

7

7

5

(18)

3. 状態遷移

3.1 状態遷移図と歩容の切り替え条件

ジャンプ時の歩容の遷移を図 5に示す．条件分岐の存在する
箇所に関しては，先に条件が満たされた方に遷移する. 状態遷移
は式 (6), (15), (18)で表現されるダイナミクスの解に依存する．
つまり，歩容の遷移を予測することは困難であり，ロボットの
初期姿勢，地面の形状，印加される入力により大きな影響を受
ける．
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Fig. 5 Phase and gait’s transition

3.2 支持脚における踵の離地条件
まず，式 (3), (4)を用いて第 2リンク原点 (足首)に作用する内

力 2f2,
2n2を導出する．そして回転行列による座標変換を行っ

た後，単位行列を用いて ΣW における力の z成分及び x軸回り
のモーメントをW f2z = eT

z (W R2
2f2),

W n2x = eT
x (W R2

2n2)

として求める (図 6(a))．ここで，支持脚の両端に作用する力を
ff , fr とおく．ff と fr の和が W f2z となること，及び ff と
fr がモーメント W n2z を生成していることを考慮すると以下の
関係式を得る．

W f2z = ff + fr (19)
W n2x =−ff · lf + fr · lr (20)

式 (19), (20) より ff , fr が式 (21) として得られ，fr < 0 が満
たされた時，図 6(b)のように踵が浮き上がる．

ff, r =
lr · W f2z

lf + lr
±

W n2x

lf + lr
(21)
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Fig. 6 Force and torque acting on supporting foot

3.3 足接地時における衝突の考慮
図 5において，状態 (IV) → (III)のように遊脚が接地して接

地脚となる時，地面に対する遊脚の衝突が生じる．そこで本節
では，衝突の影響を考慮する必要がある．本論文では，足の地
面に対する完全非弾性衝突を，文献 [1]と同様の方法を用いて
表現する．
まず，式 (11) で表現される拘束運動時の運動方程式を積分

する．

M(q)q̇(t+) = M(q)q̇(t−) + jT
czFimz + jT

cyFimy (22)

式 (22)の導出に際しては非弾性衝突を行い，衝突の前後では角
速度のみが変化するという仮定を設けている．q̇(t+) と q̇(t−)

はそれぞれ衝突前後の角速度，Fimz = limt−→t+
R t+

t− fnzdt，

Fimy = limt−→t+
R t+

t− fnydtは衝突時の力積である．一方で衝
突後に角速度が満たすべき条件は C1z，C1y を tで微分するこ
とにより式 (23)として得られる．

∂C1z

∂qT
q̇(t+) = 0,

∂C1y

∂qT
q̇(t+) = 0 (23)

式 (22), (23) より，衝突前後の角速度の関係を表すダイナミク
スは以下のようになる.

2

4

M(q) −jT
cz −jT

cy

∂C1z/∂qT 0 0
∂C1y/∂qT 0 0

3

5

"

q̇(t+)
Fimz

Fimy

#

=

"

M(q)q̇(t−)
0
0

#

(24)

踵の接地時に関しても，同様の手順でダイナミクスを導出し衝
突を考慮する．

4. 数値シミュレーション

本章では，シミュレーションで使用したジャンプから着地ま
での入力トルクを決めるコントローラとシミュレーション結果
について述べる．シミュレーション環境は”Borland C++ Builder

0(
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Professional Ver. 5.0”である．
ジャンプ時（両足が地面から離れるまで）のコントローラを

式 (25)，式 (28)に示す．Jh は支持脚から頭部までのヤコビ行
列であり，fh は式 (26) で示される力である．kph は比例ゲイ
ンを示しており，yhdは頭の目標位置を表す．fhz は胴体や頭部
を鉛直方向に引っ張り上げるための力である．また，式 (27)に
示すKh の kh1,∼, kh3 の値を設定することにより脚部のトル
ク τ2 ∼ τ4 の重みを調整している．

fi = KhJT
h fh (If q3 ≥ 1.0) (25)

fT
h = [0, kph (yhd − yh) , fhz] (26)

Kh = diag[kh1, kh2, kh3, 1, · · · , 1] (27)

τi = kdh(0 − q̇i) (If q3 < 1.0) (28)

膝が伸び，膝の角度 q3 が q3 < 1.0 の条件式を満たすように
なったとき，式 (28) に示すような速度のフィードバック制御
に切り替わる．kdh は微分ゲインを表す．各パラメータを次の
ように設定した．kph = 20.0，yhd = 0.5[m]，fhz = 300[N]，
kh1,2,3 = 4.0，kdh = 30．
腕の振りを加えずにジャンプシミュレーションを行った．基

準座標における z 方向のモデル全体の重心位置（両腕を除く）
の変化を図 8に示す．図 7に示すように，両足が地面から離れ
た瞬間の重心の位置と最高点との差を跳躍高と定義した．
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次に腕の振りを加えてシミュレーションを行った．腕の入力
は以下のように与えた．式 (29) が腕を振り上げるための入力，
式 (30)が振り上げた腕を頭の位置で静止させるための入力を表
し，ta は入力を与え始める時間を表す．

If ta ≤ t < ta + 0.12

τ11,14 = 100, τ12,15 = 60, τ13,16 = 10 [N · m] (29)

If ta + 0.12 ≤ t < ta + 0.17

τ11,14 = −150, τ12,15 = −75, τ13,16 = −10 [N · m] (30)

taの値を 0.00 ∼ 0.08[sec]の範囲で 0.02[sec]ずつ変化させて
シミュレーションを行った．表 1に示すように ta = 0.00, 0.02

のときは跳躍高が腕振りがない場合に比べて上昇したが，ta =

0.04, 0.08のときは低下した．また，両足が地面から離れる時間
はいずれも腕振りがある方が遅くなっており，腕を振るタイミ
ングが早いほど，跳躍高は上昇し，両足離地時刻が遅くなった．

Table 1 Jumping height and time of getting off the ground
ta [sec] Jumping height [m] Time of getting off [sec]

No swinging 0.330 0.132
0.00 0.375 0.141
0.02 0.347 0.138
0.04 0.320 0.135
0.06 0.313 0.135
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図 9，図 10を見ると，跳躍高が上昇したとき，足が離れる前
の抗力，運動エネルギーが上昇するという結果になった．これ
は腕振りの干渉によって，抗力が増加し，足が離地する時間が
遅くなり，それによって力積や運動エネルギーが増加し，跳躍
高も上昇したと考えられる．

5. 結　　言

本報では，ヒューマノイドのジャンプにおける腕の振りの影
響に関しての議論を行った．シミュレーション結果から，腕の
振りによって跳躍高が上昇することを示した．また跳躍高が増
加するほど，垂直抗力が大きくなり，足が離地する瞬間の運動
エネルギーが大きくなることが確認できた．
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