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Abstract: In this paper, it proposes a dynamical robot model with multi-point elbow(Its modeling is realized through the
integration of constrained multi-point state and motion equation). The simulation result shows that energy consumption
when elbow is attached less than elbow is not attached.

1 緒言
多関節マニピュレータはリンクの数が増えるほど自重
が増してしまい，制御する為にはより大きな力が必要と
なる．また，自重によって手先が下がってしまい，手先の
精度も悪くなる．そこで，人間が肘をつくことによって
少ない力で正確に作業を行えることを考え、同様に多関
節マニピュレータにも同じことが言えるであろうと考え
る。本研究では、多点肘つきロボットの動力学モデル (多
点拘束状態と運動方程式の統合によりモデル化を実現)を
提案し、このモデルを使用して、肘をついたほうが肘を
つかない時より少ない消費エネルギーで正確に作業が行
えることをシミュレーションにより示す。

2 拘束運動
2.1 モータを含めたロボットダイナミクス
本研究では，マニピュレータの関節を動かすのに使用

するモータを直流サーボモータの等価な電子回路とする．
ここで，モータの端子電圧 vi, 抵抗 Ri, インダクタンス
Li,回路を流れる電流 ii,モータの角変位 θi,発生トルク
τgi,負荷トルク τLi,逆起電力 vgi,モータの慣性モーメン
ト Imi,逆起電力定数KEi,トルク定数KTi，減速機の粘
性摩擦係数 dmi とする．このときモータについて次の関
係式が成り立つ [2]．

電圧方程式 : vi(t) = Lii̇i + Riii(t) + vgi(t) (1)

逆起電力 : vgi(t) = KEiθ̇i(t) (2)

運動方程式 : Imiθ̈i = τgi(t) − τLi(t) − dmiθ̇i (3)
発生トルク : τg(t) = KTiii(t) (4)

ただし，磁界と各定数との関係から直流モータでは，
KTi = KEi(= K)であることが知られている．
ここで，式 (2)を式 (1)に，式 (4)を式 (3)にそれぞれ

代入すると，

vi = Lii̇i + Riii + Kiθ̇i (5)
Imiθ̈i = Kiii − τLi − dmiθ̇i (6)

となる．また，モータを減速比が kiの歯車列を介してマ
ニピュレータに取り付けた場合，

θi = kiqi (7)

τLi =
τi

ki
(8)

となり，式 (5),式 (6)を i̇i と τi の式にすると，

Lii̇i = vi − Riii − Kikiq̇i (9)
τi = −Imik

2
i q̈i + Kikiii − dmik

2
i q̇i (10)

となる．式 (9),式 (10)をベクトル，行列で表記する場合，

Li̇ = v − Ri − Kmq̇ (11)
τ = −Jmq̈ + Kmi − Dmq̇ (12)

と置く．ここに，

v = [v1, v2, · · · , vs]T

i = [i1, i2, · · · , is]T

であり，また，

L = diag[L1, L2, · · · , Ls]
R = diag[R1, R2, · · · , Rs]

Km = diag[Km1,Km2, · · · ,Kms]
Jm = diag[Jm1, Jm2, · · · , Jms]
Dm = diag[Dm1, Dm2, · · · , Dms]
Kmi = Kiki, Jmi = Imik

2
i , Dmi = dmik

2
i

と定義し，すべて正の要素を持つ．
式 (12)から運動方程式と一緒に整理すると，

(M(q) + Jm)q̈ + H(q, q̇) + G(q) + (D + Dm)q̇
= Kmi + Jc

T fn − Jt
T ft (13)

となる.

2.2 複数拘束条件付，ロボット/モータの連立
方程式

式 (13)の q̈をとるため，拘束力 fnは従属的に決定さ
れる．この関係を陽に表すため，式 (13)を，

(M + Jm)q̈ − Jc
T fn

= Kmi − H − G − (D + Dm)q̇ − Jt
T ft (14)

(
∂Ci

∂qT
)q̈ = −

[
∂

∂q
(
∂Ci

∂q
)q̇

]
q̇

= −q̇T

[
∂

∂q
(
∂Ci

∂qT
)
]
q̇ (15)

と変形する．式 (15)の左辺の ∂Ci/∂qT は 1× sの横ベク

トルであり，右辺の q̇T

[
(∂/∂q)(∂Ci/∂qT )

]
q̇は 1×1のス
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カラーである．式 (14)，式 (15)，式 (9)を合わせて以下の
様な式に表す．ただし，摩擦力 jt

T
i fti = 0(i = 1, 2, · · · , p)

とする．



M + Jm −jc
T
1 · · · −jc

T
p 0 · · · 0

∂C1
∂qT 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

∂Cp

∂qT 0 · · · 0 0 · · · 0

0 0 · · · 0 L1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · Ls







q̈

fn1

...
fnp

i̇1
...

i̇s




=




Kmi − H − G − (D + Dm)q̇

−q̇T

[
∂

∂q ( ∂C1
∂qT )

]
q̇

...

−q̇T

[
∂

∂q ( ∂Cp

∂qT )
]
q̇

v1 − R1i1 − Km1q̇1

...
vi − Rsis − Kmlq̇s




(16)

慣性項 (M + Jm)が s × s行列，拘束力の係数ベクトル
jc

T
i が s× 1の縦ベクトル，∂Ci/∂qT が 1× sの横ベクト
ル，インダクタンス Lが s × sの対角行列であることよ
り，式 (16)の左辺第 1項の行列は (2s + p)× (2s + p)行
列である．
式 (16)は式 (11)の定義を用いると次のように表される．



M + Jm −Jc
T 0

∂C
∂qT 0 0

0 0 L







q̈

fn

i̇




=




Kmi − H − G − (D + Dm)q̇

−q̇T

[
∂

∂q ( ∂C
∂qT )

]
q̇

v − Ri − Kmq̇


 (17)

ただし，

C = [C1, C2, · · · , Cp]T (18)

の p × s行列である．さらに，

M∗ =




M + Jm −Jc
T 0

∂C
∂qT 0 0

0 0 L


 (19)

b =




Kmi − H − G − (D + Dm)q̇

−q̇T

[
∂

∂q ( ∂C
∂qT )

]
q̇

v − Ri − Kmq̇


 (20)

とおくと，式 (17)は，

M∗




q̈

fn

i̇


 = b (21)

と表される．これが提案する複数拘束条件付，ロボット/
モータの連立方程式である。

3 順動力学の解法
マニピュレータの運動方程式を陽に求めることは困難
である．特に本研究では肘をつくことによってハンドを
遠くまで伸ばし，作業範囲を広げる冗長マニピュレータ
を想定しているため，式 (13)の運動方程式を求めること
になる．
このような多リンクマニピュレータの運動方程式を解
析的に求めることはとても難しく，不可能と考えてもよ
い．従って，ニュートン・オイラー法を利用して，解析
的に求めることの難しい運動方程式 (13)を数値的に簡単
に解くことができる方法がすでに提案されている [3][4]．
まず，式 (13)を次のように置く．

MJ q̈ + BJ = τ̃ (22)

ただし，

MJ = M(q) + Jm

BJ = H(q, q̇) + G(q) + (D + Dm)q̇
τ̃ = Kmi + Jc

T fn − Jt
T ft

である．式 (22)の運動方程式をニュートン・オイラー法
により，正順計算を根元のリンクから各リンクごとにハ
ンドまで行い，逆順計算を逆方向におこなうことにより，

τ̃i = izT
i

ini + Jmiq̈i + (Di + Dmi)q̇i (23)

と求めることができる．式 (22)の運動方程式は式 (23)よ
り τ̃ = [τ̃1, τ̃2,…, τ̃n]T と求めることができる．
次に q̈を求めるのに必要な s× s行列MJ と s×1の縦

ベクトルBJ を計算する．この計算に上で示したニュー
トン・オイラー法を利用する．まず τ̃ = INV [q, q̇, q̈, g]
と置くと式 (22)は，

MJ q̈ + BJ = INV [q, q̇, q̈, g] (24)

と置くことができる．式 (24)に q̈ = 0を代入すると，

BJ = INV [q, q̇,0, g] (25)

となり，BJ が求まる．次に，式 (24)に g = 0, q̇ = 0, q̈ =
ei(i = 1, 2,…, s)を代入すると，

mi = MJei = INV [q,0, ei,0] (26)

となる．miは慣性行列M の第 i列の成分であり，eiは
第 i行目が 1で，他は全て 0の l× 1行列であるので，式
(26)よりMJ = [m1,m2,…,ml]が求まる．

4 軌道追従のシミュレーション
以上の内容を用いて円軌道追従のシミュレーションを
行う．また，コントローラーは以下のような PD制御の
電圧入力とする．

v = kp(qd − q) + kd(q̇d − q̇) (27)

rd(t) = f(qd) (28)

qd = f−1(rd(t)) (29)
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kpは比例ゲインを表す s× sの対角行列，kdは速度ゲイ
ンを表す s × sの対角行列であり，qd，q̇dはそれぞれ目
標の関節角度，関節角速度である．
今回のシミュレーションの設定条件として，質量mi =

0.1[kg]，リンク長 l1 = 0[m], lj = 0.3[m]，円柱リンク
の半径 ri = 0.01[m]，比例ゲイン kpi = 500，速度ゲイ
ン kdi = 20，関節の粘性摩擦係数 Di = 0.5，逆起電力
定数，トルク定数 Ki = 0.203，抵抗 Ri = 1.1[Ω] イン
ダクタンス Li = 0.0017[H]，モータの慣性モーメント
Imi = 0.000164，減速比 ki = 3.0，減速機の粘性摩擦係
数 dmi = 0.01，摩擦力 fti = 0 とし，各関節の初期状
態を，q1(0) = 0, q2(0) = 0.25π, q3(0) = 0.5π, q4(0) =
−0.5π, q5(0) = 0.25π, q6(0) = 0.25π, q7(0) =
−0.5π, q8(0) = 0.25π, q9(0) = −0.25π, q10(0) =
0.25π [rad]，q̇i = 0[rad/s]とする．また，目標軌道には
qd2(t) = 0.25π, qd3(t) = 0.5π, qd4(0) = −0.5π, qd5(0) =
0.25π, qd6(0) = 0.25π, qd7(0) = −0.5π, qd8(0) =
0.25π[rad]を固定とし，座標 (x, y, z) = (1.5, 1.5, 0.4)を
中心とした半径 0.1[m]の円を手先が反時計回りに回転す
る円軌道を与える．拘束条件は，C = z = 0とする．ま
た，シミュレーションは，第 4関節と第 7関節が拘束さ
れている 2点肘つきの運動，第 4関節のみが拘束されて
いる１点肘つきの運動，肘をつかない運動の 3通りを行
う．シミュレーションの結果を Fig.1～Fig.25に示す．

Fig.1は xy 座標平面上の 2点肘つき，1点肘つき，肘
なしの手先の軌道．同様に Fig.2は xz座標平面上の 2点
肘つき，1点肘つき，肘なしの手先の軌道，Fig.3は yz座
標平面上の 2点肘つき，1点肘つき，肘なしの手先の軌
道であり，これらは時間 t = 0～5[s]間の軌道である．ま
た，Fig.4は時間 tまでにマニピュレータの全リンクがし
た仕事の合計であり，Fig.5は時間 tまでに全モータが消
費した電力量の合計である．
また,Fig.4，Fig.5を各リンク毎の仕事，電力量に分け

たグラフを Fig.6～Fig.25に示す．

5 結言
Fig.1～Fig.3より，多く肘をついた方がつかないよりも

正確に円軌道を追従できていることが分かる．特に，重力
の働く z 軸方向には，肘をつかない運動は肘が下がって
しまう影響で手先も下がってしまい、うまく手先追従が
できていない．また，Fig.4，Fig.5より，たとえマニピュ
レータのする仕事が同じでも，消費電力量で肘をつかな
い運動の方が大きくなってしまう。これは Fig.6～Fig.25
より，肘をつく前のリンクになるほど消費電力量の差は
大きくなる．以上より，肘をついた運動のほうが，肘を
つかない運動よりも少ない力，少ない消費エネルギーで
正確に作業が行えることが分かる．

参考文献
[1] 池田毅，見浪護：‘‘代数方程式に着目した力センサを用い
ないグラインディングロボットの研究”，日本機会学会論
文集 (C編)，vol.71，no.702，pp.624-631，2005

[2] 神崎一男：‘‘基礎メカトロニクス”,共立出版株式会社，pp.70-
75，1994.

[3] 美多勉，大須賀公一：‘‘ロボット制御工学入門”, コロナ社，
pp.62-69,pp73-76，1989.

[4] M.W.Walker and D.E.orin：‘‘Efficient Dynamic Com-
puter Simulation of Robotic Mechanisms, ASME J.of
DSMC,104, pp,468-474, 1982

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2

hand x positionhand x positionhand x positionhand x position

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

target two restraint points

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2

hand x positionhand x positionhand x positionhand x position

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

target one restraint point

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2

hand x positionhand x positionhand x positionhand x position

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

h
a
n
d
 
y
 
p
o
s
i
t
i
o
n

target no restraint point

Fig. 1: Trajectory tracking of circle on x-y plane
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Fig. 2: Trajectory tracking of circle on x-z plane
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Fig. 3: Trajectory tracking of circle on y-z plane
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Fig. 6: Link work of the
first link
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Fig. 7: Electric energy of
the first link
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Fig. 8: Link work of the
second link
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Fig. 9: Electric energy of
the second link
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Fig. 10: Link work of the
third link
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Fig. 11: Electric energy of
the third link
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Fig. 12: Link work of the
fourth link
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Fig. 13: Electric energy of
the fourth link
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Fig. 14: Link work of the
fifth link
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Fig. 15: Electric energy of
the fifth link
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Fig. 16: Link work of the
sixth link
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Fig. 17: Electric energy of
the sixth link
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Fig. 18: Link work of the
seventh link
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Fig. 19: Electric energy of
the seventh link
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Fig. 20: Link work of the
eighth link
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Fig. 21: Electric energy of
the eighth link
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Fig. 22: Link work of the
ninth link
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Fig. 23: Electric energy of
the ninth link
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Fig. 24: Link work of the
tenth link
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Fig. 25: Electric energy of
the tenth link
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